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CAPITOLUL 1

$iruri de numere reale
1.1. S5 se determine marginile mullimii A: {t/"1" € N, n >2}.

G. Gussi

1.2. Un qir (a,-)r>t de numere intregi este convergent dacX qi numai dacd
este stalionar, adic5 existX ng) I astfel inc6,t (Ln: ano pentru orice n ) rz6.

1-.3. Fie (o,-)n>t qi (b,r)",>r dou5 giruri care, pentru orice n) l, indeplinesc
condi!ia

la"-b"llunlbnl,
unde (2,")rr1 este un qir de numere pozitive convergent Ia zero. Sd se arate cd
(o,")n>t este convergent dacd, qi numai dacd (brr)rr' este convergent gi, mai mult,
cele doud qiruri au aceeagi limitd.

1.4. Fie o : N ---+ N o functie injectivd qi (a"),>o un qir de numere reale.

a) Dac5, (o,")n>o este convergent, sd se demonstreze cd" (ao1rr;)rrro este
convergent gi

]+o"t"t: ]1go*
b) Dacd (o"@))n o este convergent, rezultE" cE" (a,.)n o este convergent?

1.5. Fie (an)r>t un qir de numere reale, astfel inc6t _tip^ (a| * an * 1) : -.
Sd se arate 

"5 ;g5 an: @.

1_.6. Fie / : N ---+ N o funclie injectivX. SX se arate 
"d Jgg./(r) : *.

Rd,mA,ne adevSratS, afirmalia, dacd se inlocuieqte conditia de injectivitate cu cea

de surjectivitate?

L.7. Dacd, (an),.21 este un qir crescdtor qi nemdrginit superior (respectiv
descrescdtor qi nemS,rginit inferior), atunci an + *n (respectiv on + -oo).

1.8. Fie (o,.)n t un qir de numere reale nem5rginit superior. Sd se arate cd:
a) (a")r>t conline un subqir strict crescdtor;
b) (o"),r, conline un subqir cu limita *oo.

1.9. Fie (rr)n>r un gir m5rginit. Sd se demonstreze cd, dacd toate subgirurile
sale convergente au aceeaqi limitS, atunci qirul este convergent.

1-.10. SX se arate c5, qirul (rr)n>o dat de rn:2n * 3' nu conline subqiruri
in progresie geometricS.

Radu Gologan



1.11. Fie o € IR Si (a",)r,>r C Q... {a} , an ---+ a. Dacd

an= Pn
= 'i, .u pn, Qn € Z, en > 0 gi (pn, e,") : L,

sd se arate cd qr, ---+ 6,e.

1.12. Dac5, un qir de numere reale (arr)rr>1 are proprietatea

,l$(r"*t -a,-): ))0,

sX se arate cd, ar ---+ sp.

1.L3. Se considerd qirul (arr)r,r, definit prin o1 ) 0 qi a211

n ) l. Sd se calculeze lim an.

Sorin Mictt,

1.r4. sd se arate cd qirul ({lnn})rr1 nu are limitd, unde {r} reprezintd
partea fractionard a numdrului real z.

1.15. sd se calculeze ,l5g t /c {log2 k}, unde {r} este partea fraclionard a
,-1

numdrului real r.
Florian Dumi,trel

1.16. Fie (ar.,)rrrrun qir mdrginit care are proprietatea

ant1 -0n ) sin -: - rin 1n+ r n

pentru orice n > 1. Sd se arate c5, qirul este convergent.

M'ircea Ganga

L.17. Fie a,, b e IR, a < b qi un qir (*n)n>t C (a,b) cu proprietatea

(rn+t - a) (b - r,) ) g-I
+

pentru orice n > 1. Sd se arate cd girul este convergent qi sd se calculeze Iryr,,.
Valentin Matrosenco

L.18. Sdse determine a € IR pentru care qirul (sinrzo)rrx este convergent.

1.L9. Sd se arate cd qirul (tgr)r>r nu are limitd.

1.20. Fie (o.,.)n , un qir convergent de numere reale. sd se studieze natura
qirului ([o"])r>, , un?e [u] reprezintd partea intreagd, a numd,rului real r.

1: an* 
- 

pentru
TLAn

10
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Ni,colae Pauelescu
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1
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nnn

Sori,n Micu

rnde {c} reprezintd,

)artea fraclionard a

Fbinn Dumitrel

Natw Gonga

Fr*at€a

p&be',%"',.
Hb U&osenco

r*mrtqgent.

i-rrilierc natura
rfi real c.

1.23- Sd se calculeze:t' 

-\

a) lim 1t/n2 1- 3n * 2l ;n+oo \ t
b) 

,Jg5 { t, * r/3)"} ,unde {a} reprezintd partea fraclionard, a numd,rului

real a.

t.24. Fiea, b € N*. Sd se calculeze lim \AA+A) , uoae {r} este pa,rtea

fraclionard a numdrului real c. 
rL-

1.2b. Sd se arate cd, qirurile ".: (r+ *) si "f", : (t * r,)".t (r, - ,)
sunt monotone qi md,rginite.

1.20. sd se calculeze E^ ( =n + -tu + ... + , " \"."""- ,^lA \rr, + L ' n2 +2 ' "' ' ", *;Jrtronfi, 
Caragea

1.27. Sd se studieze convergenta girului (o")n> cu termenul general

111an: L* ** 3CI 
+... * *, a € IR.

1

1.28. sdsecalculeze 
"ryg 

(E(-r;t-r +)'
1.29. Pentru fieca,re numd,r natural p notdm o,(p): i #.rUse arate cd,,

pentru orice p e N, qirul (an(p))n>-teste convergent qi 
k=t

Lo: L, Lr:2, Lp:2+ 
PDl 

C['Le-*, p ] 2,
m:t

unde .Lo : lim a.(p).
- t?'+OO

1.30. Fie sirul o,, : &,* &,* 
... + &, n € N*. Sd arate cd,

lim 4,, : lim n(an - 2) :2.
?z-oo tz+oo

'tl

Cezar Apostolescu



1.31. Sd se calculeze fi- f - -L,----- ',-;; f,-k"-n+t'
Constanti,n Caragea

1.32. Fie (*n)n>t o progresie aritmeticS, avAnd ra\ia r > 0 qi 11 ) 0. Sd se
arate cH:

a) lim (L* t *...+a):oo,n+oo \rtl 12 fn /
./1 1 1\

b) qirul [ = 
+,1 *...+ - I este convergent.

\ zi :xi r.n / ,>t
1-.33. SX se demonstreze cd" qirul (a,r)rrrcu termenul general

11 1an:I+r+5+... 1.-lnn
este strict descrescdtor qi mdrginit.

1-.34. SX se calculeze:
/t 1 1\a) Ilm l--r ' ' . l;n+oo \?.1 II ' n+2 ' "' t n+n)'

b) Jil(e'n+t-e"),unde rn:|*i** .... +!,n>t.
L.35. SX se calculeze:

a) lim \- 
-l-,", ;;aL_ k(2k _ 7),k:t

.. /1 I 1 \br lirn l-:r_r r_l"' ;:A \1, ' L2 +22 t "' t 
12 +22 +.. +iP )'

1.36. Sd se demonstreze identitatea lui Catalan

r-1+i-...+ L--::-1 -+-l-+...+ 1 (neN*)2 3 2n-L 2n nll'n*2' n+rz \'":^'/

qi sd se arate cd

*;- +(-1)"-'*) :'",ri* (r-1
n-oo \ 2

n>t C (1, -)1.37. Fie (o")

r€IR. "r ",1{g 
an: L. S5, se calculeze jlg {*o"}, unde

Dan Popescu

1.38. Fie qirul *,: if o+!, n 22, unde a € IR, a ) I.Sd se studiezeun
monotonia qirului gi sd se calculeze Iim n (*" - L) .

12



fustnntin Caragea

>Oglc1 )0.Sdse

Eil

1.39. Sd se calcrrleze ]yC\""" (L - o)", unde a e (0,1) .

L.40. Fie qirul (arr)rr' definit prin

Di,nu $erbh,nescu

ar :2 gi naral : (2n * 2) (a" I n,2") , n ) I.

Sd se calcuteze J* "7ata2. -.. a^.

Thaian Tkm6,i,an

1.41. Se considerS, qirul (ar)",r, definit descriptiv astfel:

rr2r213, 3, 3, 4, 4, 4, 415r515, 5, 5, ... .

Sd se calcul*. ]*!ur/r.
Mihai,-Onucu Dr6,rnbe

1.42. Se considerd. un poligon regulat ctt2n laturi inscris lntr-un cerc de razd

r qi se noteazd cu Dnsuma lungimilor diagonalelor sale. Sd se calculeze 
^W#Gabriel Coadh

L.43. Fie ,4, o mullime de numere reale cu cel pulin dou5, elemente qi cu
proprietatea

vr,ae A,r*a+"I'.o.
Sdse aratec5,oricare arfi a€ A, existd un gir (o,-)n rC A\{a} convergent laa.

Flori,an Dumitrel

1.44. Fie { € R, 0 < lql < 1 qi (o,)n>t un qir mdrginit de numere reale. S5,

se arate cd qirul

*^:iapqk, ntL
k:t

este convergent.

1.45. Fie girul (rr.r)rr' de numere reale pozitive, astfel incdt

-'g-(',. :) : 2t/a, a' > o'n*oo \ fn )

Sd, se calculeze lrrlr- nn.

1.46. $irul (rn)n o indeplineqte condiliile:

16€(0,1],0< nn+t12- L , rre N.
frn

Sd se arate cd qirul este convergent qi sd se calculeze lim an.

O. Auramescu

I
-" n)1-
B

L

t .k{*.}, rmde

Iloln Popescu

>LSimstudieze
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1.47. Sd se studieze convergenla qirului (o,.)n o definit prin recurenla:

a6 € JR, an*t:ffi

1.48. Se considerd, girul (a,"),"r, definit prin egalitatea

a3n+on*1:n.

Sd se calcuteze Jlg (n"o"-), unde o € iR..

1.49. $irul (*n)n t este definit prin egalitatea

,l+n*n-0:0,

unde a ) 0 este fixat. Sd se calculeze lim nrn.

1.5O. Sd se arate cd, qirul (a,.)n t, definit prin a1 : 1 qi arr11

este convergent.

1-.51. Fie qirurile (a,.)n r , (bn),.rt astfel lnc6t at : br: 1 Si

an*r : bn -l !, bn+r : on - !
nn

pentru orice n > 1. S5 se arate c5, cele doud qiruri nu au limitd,, dar girul (anbn)n>r
este convergent.

Laurenli,u P anai,topol

1.52. Fie (an)n>r qi (b,)r>t doud qiruri de numere reale, astfel incdt

l\o^b.:1$i ]*#e:;
S5 se arate 

"5 ,[g or, : 
,rlgg 

bn : l.

1.53. Fie (an)n>t,(bn)n>t,(cn)nrr c (0,oo) astfel incd.t

lryo"u.^: 1 $i ;gg ("i. +bl+,1) : s.

S5, se arate 
"d ,l15 a" : Jgg b", : 

,,1!* cn : I.

Flori,an Dumi,trel

: fi i,rou,

Cezar Lupu

Florian Dumitrel,

14
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rin rwurenta:

Fbion Dumitrel

,dr{iml (a.b,.,)*r

Etrsr Punitopol

dffir

.k-: Dwnihel

1.54. Fieqirul(arr)rr' definitprina1 :a) Lqiarr11 -a?^-an*1. Sdse
fl"t

calculeze [m 5- a.
n+a u auk:r --^

1.55. Se considerd qirul (r,n)r,ro definit prin

r0 : 0, frL : L qi [t'+r : 4'n * 3t'-r, n ]- L.

Sd se arate cd qirul este convergent qi sd, se calculeze j$r"r.
1.56. Fie (an)n>o un gir de numere reale definit prin

os € (0,1) gi $a'+t - Zan* 1, n ) 0.

Sd se arate cd girul este convergent gi are limita 1.

Florian Durnitrel

1.57. Fie o ) 0 qi (r",).>r definit prin

1
frI:At ftn*L:O*;.

&n.

Sd, se demonstreze c5, qirul este convergent gi sd, se calculeze limita sa.

o.+r : 3 firo"*,

Cemr Lupu

r$ fL otl
Sd, se calculere jgg f.(r), r ) 0.

1.59. Se considerd, qirul (r,r)rrrt definit prin

frt : a 9i c"r+t :

Sd, se calculeze lim 2nrn.
,?,+oo

Dorinel Anca

1.60. Fiegirul (r'r),n'r definit prin11 : L qi frn*r:L*nr/n", n) L. Sdse

calculeze tm 3.n'+a r7'z 
Marian (Jrsd,rescu

1.61. Se consideri qirul (arr)rrt, definit prin o1 : 1 Si an*r:1*.r/-. tU r"
demonstreze cd girul este convergent qi sd, se determine limita sa.

1.62. Fie a e (0, 1) , (Ir,)",r0 c [0, a] gi un gir (x,-)n>o definit prin

rotfrL € IR, cp..1 : (1 - \n)rn* \nxn-1, n)_L.

Sd, se arate cd, girul ("rr)rrro este convergent.
Ion Sarru gi Tudor Spulber

1.b8. Fietunclia/,Ri--R,.f (d:4$i"f,,: !o f o...of;n€N*.r

L+ \F17"'
fin

ffihnl Mortici

t5



1.63. Fie (on)n2t un qir convergent de numere reale, cu limita o € (-1,1).
Sd se demonstreze c?

l\oto'"'an: o'

1.64. Fie (or),,2t un qir convergent de numere reale. Sd se calculeze

,[S (o"*t - ar) (an+r - or) ...(an+t - a,") .

Marin Toloqi,

1.65. Fie (r")n o un qir convergent de numere reale care are limita r qi

i,-!((-on^t(-r*-: 2r\cXro*ciq+...+ Ct"^), nlL.
Sd se arate c5, qirul (ftin>t este convergent qi are limita r.

1.66. Fie (on)r2t un gir convergent de numere reale. sd se demonstrezecd"

,rrn lo'n+t - al I lan+t - azl I '.' -l lan+t - anl 
- n

1.G?. Ft" ;1,=, * qir din (0,1) 
":n""rgent 

la zero. Sd se demonst reze cE

Iim (zi + *i-r + ... + r?t + rn) :0.
n+oo '

1.68. Lema Stolz-Cesaro. Fie (*n)n>t qi (y")r,>r dou5, qiruri de numere
reale cu propriet5lile:

i) (A")r>r este strict crescdtor $i g", * *oo;

ii) existd 
"t:5 *ffi:.\ e IR.

Atunci oir"f (11) are limitd 9i lim *' : 
^.\An / "-rt 

- n'*: Un

1-.69. Sd se calculeze:11
a) Iimj )- -in+@ TL "1<7i<n \/tJ

"t+ 
j+$+...+ j

b) lim*/ ;;A r + \/t + ffi + ... + ffr,'
1.70. Sx se arate cd nu existx nici o funclie ralionalS / : R. -' IR astfel incat

11 1Jln):1*;*;f...*:zJn
pentruoricen€N*

'16

L. Vlai,cu qi, M. Tuska



r limita o € (-1,1) .

m calculeze

).

Mori,n Toloqi,

: are limita r gi

1_

m demonstrue cd"

{:0.

i, gB dernonstrez,e cd,

rf, Sinri de numere

l-I a6l incet

1.78. Sd se arate cd

calculeze

I.7I. Fie (ar.r)rr;.r $i (b"r)"r>, doud giruri de numere reale convergente, cu

]y*"":0 si,[5b;: b. Sd se arate cd

]* :,r,
unde o € ,S,r.

I.72. Dacd" (on)n o este o progresie aritmetic5; avd,nd ralia r > 0 qi as ) 0,
sd se calculeze

t f----i-
1-.73. Fieo0:0gia,rr: nan-tInl, n) l.Sdsecalcul"r"",!g ,\lr* Er"r.

Florian Dumi,trel

L.74. Fie (*n)n_ un qir de numere reale pozitive, astfel incdt

,}!g n(rn+r - r,") :1.

S5, se calculeze j1m r" qi lim (r".
Vi,orel Lupyor

1.75. Fie qirul (arr)rr' definit prin a1 > 0 qi an*,1 : o, + !, n 2 L.
an

a) S5, se arate cd,rl$o", : *.
b) Sd se calculeze \m $.n-co \rlTL

1.76. Fie qirul (arr)rrrl cu a1 : 1 qi an*7 -- \/aFA, + --:T a", n ) L. Sd se

calculeze Hm 93.
n+@ n 

lon Droboth,

L.77. Fie qirul (r,,),"r, definit prin

rr : a,> 1 qi nn*L : 
^.# -* ^, 

n) L.

S5, se arate cd, qirul este convergent qi sd se determine limita sa.

Lucian Tktlescu qi, Toma Gheorghieu

^r lnk
Vk > 1+ pentru orice k,n € N* gi apoi s5, se

TL

L+t/2+U3+...+{n-n
Inn

lim
n+oo

Vfu qi M. Tuska

17



1.79. Se considerd girul (cr,)r,rr.definit prin

rn
rL: | $i r",+r : Tn* (J-4i , ",

Sd se calculere ]yL+.
1.80. Se considerS, qirul (zr,),;, definit prin recurenla

, nlL.

a) Sd, se arate cd *r"f (&),r, "rr" 
convergent.

b) Sd se calculeze lim U.
n+oo IL

1.81. $irul (an),-rr are proprietd,file:
i) jgg n(a.+t - a,'): a € IR;

ii) lim ar + a2+ "' + an : b e IR..

sd se aratJ}{6^1.rr*t" 
"on 

r"rg"nt.

1.82. Fie as € (0, n) gi aral: sinorr, n € N. Sd se calculeze

1.83. Fiep € N* fixat qi un qir (*n)n2t c IR., astfel inc6,t

l.g:*(*n*r-r,.):)elR.

Sd se calculeze lim
f'+OO

1.

Gh. Marchi,tan

lim lnan.n+oo
J. Dieudonn|

trn

n
Cosmin Ni{u

1.84. Fie (on)n r un qir cu proprietatea cd qirul (arr11 - nan)n>teste mdrginit.
Sd se calculeze

,. at * az + ...* an
ilnt ________ 

, 
_.

L.85. Fie a1 € (0,1) qi o,,a1
lim a1a2...a, gi lim (a)n .

rL+@ f7,+6 -

Marius Stfr,nean

- a?- - an * L pentru n ) l. Sd. se calculeze

1.86. se considerd qirurile (a,.)n>o qi (b",)rrys, cu a6 ) 0 qi bo € (0,1), definite
prin

an*L : ane-an si brr11 : bnCOS Jil.

l8


