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CAPITOLUL 1

Siruri de numere reale

1.1. S& se determine marginile multimii A = {{/n|n €N, n > 2}.
G. Gussi

1.2. Un sir (an),>; de numere intregi este convergent dacs si numai daci
este stationar, adicd existd ng > 1 astfel incat a, = a, pentru orice n > ny.

1.3. Fie (an),>1 §i (bn),>; doud siruri care, pentru orice n > 1, indeplinesc
conditia
|an = bnl < un lbnl 5

unde (un),,~; este un gir de numere pozitive convergent la zero. Si se arate ci
(@n)p>; este convergent dacd si numai dacd (by,),,~; este convergent si, mai mult,
cele doua siruri au aceeagi limita.

1.4. Fie 0 : N — N o functie injectivé i (as),,>o un sir de numere reale.

a) Dacd (an),,> este convergent, si se demonstreze ci (aa(n))n>0 este
convergent gi o
lim a,(,) = lim ap.
n—oo n—0o0

b) Daci (ad(n))n>0 este convergent, rezultd cé (an),,>( este convergent?

1.5. Fie (an),>; un sir de numere reale, astfel incat nlirgo (a3 + an +1) = 0.

S& se arate cd lim a, = oo.
n—oo

1.6. Fie f : N — N o functie injectivd. S& se arate cd lim f(n) = oo.
n—oo
Rédmane adevarats afirmatia, daca se inlocuiegte conditia de injectivitate cu cea

de surjectivitate?

.7 i Dach (an)n21 este un gir crescitor si nemd&rginit superior (respectiv
descrescétor gi neméarginit inferior), atunci a,, — 400 (respectiv a,, — —00).

1.8. Fie (an),>; un gir de numere reale nemarginit superior. Si se arate c:
a) (an),>; contine un subsir strict crescitor;
b) (an),>; contine un subsir cu limita +oo.

1.9. Fie (z,),,»; un sir m&rginit. S4 se demonstreze ci, daci toate subsirurile
sale convergente au aceeasi limitd, atunci girul este convergent.

1.10. Sd se arate cd sirul (z5),>o dat de , = 2" + 3™ nu contine subsiruri
in progresie geometrica.
Radu Gologan



1.11. Fie a € R si (an),>; CQ~{a}, an — a. Daci

p .
an = q_n’ CuPnaQnGZ, qn>0§1 (p'""qn):l’

n
sa se arate c& ¢, — 00.

1.12. Daci un sir de numere reale (an),>; are proprietatea

lim (@n41—an) =A>0,

n—oo

sd se arate cd a,, — 0o.

DEee o . 1
1.13. Se considera sirul (ay),,»; definit prin a; > 0 si Gn+1 = an+—— pentru
= na
n > 1. S& se calculeze lim a,,. “
n—00

Sorin Micu

1.14. S3 se arate ci sirul ({lnn}),.; nu are limitd, unde {z} reprezinti
partea fractionard a numérului real z.

n
1.15. Si se calculeze lim Z k {log, k}, unde {z} este partea fractionars a
n—oo
k=1
numarului real z.

Florian Dumitrel

1.16. Fie (ay),,>,un sir mirginit care are proprietatea

sin -
1 n

Apt1 — Gy > sin

pentru orice n > 1. S& se arate ci sirul este convergent.
Mircea Ganga

1.17. Fie a,b € R, a < b i un sir (z5),>; C (a,b) cu proprietatea

(Tn41 — e} (b—2y) > (;4—)

pentru orice n > 1. S& se arate ci sirul este convergent si si se calculeze lim z,,.
n—oo

Valentin Matrosenco
1.18. Si se determine o € R pentru care girul (sin noz)7121 este convergent.
1.19. S4 se arate cd sirul (tgn),,; nu are limita.

1.20. Fie (a,),>; un sir convergent de numere reale. Si se studieze natura
sirului ([an]),,>; , unde [z] reprezints partea intreagd a numirului real z.

10



Inn

1 1
1.21. S4 se'calculeze lim (1 + 5 + 1 + ...+ —) i
n

n—o0 3

n
1.22. S4 se calculeze lim Z (\/ 1+ % - 1) :

1.23. S4i se calculeze:

2) lim {VaZ+an+2};

b) nh_)ngo { (2+ \/§)n} ,unde {a} reprezints partea fractionars a numsrului

Nicolae Pavelescu

real a.

1.24. Fie a,b € N*. 53 se calculeze lim {Va2n2 + bn} , unde {z} este partea

n—00
fractionars a numé&rului real x.

1D LY
1.25. Si se arate cd sirurile e, = (1 + ﬁ) 8L fq — (1 = ﬁ) (n>1)

sunt monotone gi marginite.

%26 S caleuleme . i Bo o Mg * Tl e
o . a Se€ caiculeze nl)l'{.lo n2 + 1 n2 5 2 n2 + 5 =

Constantin Caragea

1.27. S4& se studieze convergenta sirului (an)n21 cu termenul general

1 1 1
an=1+§a'+3—a++n—a, a € R.
i}
< =
Ck\n
v . L qak=1.Yn
1.28. Si se calculeze nll»rgo (kg_l( 1) . ) :

n
P
1.29. Pentru fiecare numar natural p notdm a, (p) = Z o Sa se arate c4,

k=1
pentru orice p € N, girul (an (p)),,>; este convergent si

P-1
Lg=15=2, Lp=2+ E C;an_m, > 2,
m=1

unde L, = lim ay, (p).
n—00

1 1

1.30. Fie sirul a,, = C'_,‘{ + C_}L + ...+ C’_,':’ n € N*, 5S4 arate ci
lim a, = lim n(a, —2) = 2.
n—00 n—o0

Cezar Apostolescu
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n
1
1.31. Sa se calculeze lim Z s

n—oo
Constantin Caragea

1.32. Fie (acn)n21 0 progresie aritmeticd avand ratia r > 0 gi z; > 0. S4 se
arate ca:

; (1 ], 1)
a) lim ( —4+ —+..4+ =) = o0;

n—oo \ T3 T3 T
: 1 1 1
bjrgimnliil = iR R este convergent.
AT In/ n>1

1.33. 54 se demonstreze ci sirul (ay),,»;cu termenul general
Laf - : 2 : s = In
G — = 4+-4+..+——Inn
3 2 3 n
este strict descrescator gi marginit.

1.34. S& se calculeze:
z 1 1 1
a) lim gk o .

n—oo \n+1 n+2 n-+n
] a1 il
b) lim (e®+1 —¢e®) undezp,=1+=-+-+..+ =, n>1.

1.35; Sa se calculeze

a ,}5‘302 k(2k

; 1 1
B nlggo (ﬁ+ 12 4 22 Wi 12+22+...+n2>'
1.36. S& se demonstreze identitatea lui Catalan

" 1+1 P 1 11 N 1
I s I3R 1 99 n+l B2

! *
+ +m (HGN)

si s& se arate ca

n—oo

_ o (8 =
—c+-— .+ (= =] =2
lim <1 2+3 + (-1) n) n

1.37. Fie (an),>; C (1,00) cu lim a, = 1. S& se calculeze lim {za,}, unde
== n—oo n—oo
z € R.
Dan Popescu

1
1.38. Fie sgirul z,, = {/a+—, n>2 unde a € R, a > 1. S§ se studieze
n

monotonia girului si sa se calculeze lim n (z, —1).
n—0o0
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1.39. Si se calculeze lim C%.a™ (1 —a)", unde a € (0,1).
n—o0

Dinu Serbinescu

1.40. Fie sirul (@), definit prin
a1 =2sinant1=2n+2)(ap+n-2"), n>1.
S4 se calculeze lim ~Y/ajas - ... an.

n—00
Traian Tdmdian
1.41. Se considerd sirul (a,),>; definit descriptiv astfel:
1,2,2,3.3,3, 4,4 £ 0555 5575

S4 se calculeze lim —
n—o00 \/—

Mihai-Onucu Drambe
1.42. Se considers un poligon regulat cu 2n laturi inscris intr-un cerc de razi
: oLk D
7 $i se noteaza cu D,, suma lungimilor diagonalelor sale. S& se calculeze lim —g
n—o0

Gabriel Coada

1.43. Fie A o multime de numere reale cu cel putin doud elemente si cu
proprietatea

€ A

Ve, ye A, x#y= ;Ly

S& se arate ci oricare ar fi a € A, existd un sir (a,),~; C A\ {a} convergent la a.

Florian Dumitrel

1.44. Fie g € R, 0 < |g| < 1 i (an),>; un sir mérginit de numere reale. S§

se arate ca girul
n
_ k
Tn=) arq , n =
k=1

este convergent.

1.45. Fie girul (z),>; de numere reale pozitive, astfel incat

n—o0

lim (:vn+ %) =% Ja, >0

Sa se calculeze lim x,,.
n—oo

1.46. Sirul (zn),>, indeplineste conditiile:

1
iL'(]E(O,l], 0<wn+1S2——(E_7 n € N.

n

S8 se arate cd girul este convergent gi si se calculeze lim a,,.
n—oo

O. Avramescu
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1.47. 5S4 se studieze convergenta sirului (a,),,-, definit prin recurenta:

1+a,

a €ER, apy1 = —.
1+a2

Florian Dumitrel

1.48. Se considerd girul (an),,»; definit prin egalitatea

af‘, += a5 =

S4 se calculeze lim (n%a,), unde a € R.
n—00
1.49. Sirul (zp),,>, este definit prin egalitatea
3 —
T, +ne, —a=0,

unde a > 0 este fixat. S& se calculeze lim nx,,.
n—00

2 n
1.50. Si se arate ci girul (ay),,>; , definit prin a; = 1 §i ap41 = 2 > kag,
= k=1
este convergent.
Cezar Lupu

1.51. Fie sirurile (an),>1 , (bn),>; astfel incat a; = by = 1 i

1 1
An+1 :bn+;7 bn+1 =a'n_ﬁ

pentru orice n > 1. S& se arate ci cele doud giruri nu au limit4, dar sirul (a,b,)
este convergent.

n>1

Laurentiu Panaitopol
1.52. Fie (an),,>1 §i (bn),>; doud siruri de numere reale, astfel incat
li b, =1si li e
R e
S& se arate ci lim a, = lim b, = 1.
n—00 n—00

Florian Dumitrel

1.53. Fie (an)p>1 1 (0n)n>1 5 (en)ps1 C (0,00) astfel incat

- Ok e 8 iy At
Jim apbpcn =1i lim (a5 + b3 +c) =3.

Sa se arate cd lim a, = lim b, = lim ¢, = 1.

n—oo n—00 n—00

Cristinel Mortici
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1.54. Fie sirul (ay),~; definit prin a1 = a > 1 i ant1 = a2 — a, + 1. S4 se
amAnitpheqil = §
calculeze lim —.

n—00 a
k=l B

1.55. Se considerd sirul (zy),>q definit prin
Tg=0, 21 =161 5%+ = 4% | 3%n-1 5> 1,

S4 se arate ci girul este convergent si si se calculeze lim z,.
n—00

1.56. Fie (an),>( un sir de numere reale definit prin
ap € (0,1) si 3%+ =2a,+1, n>0.
S& se arate cd sirul este convergent si are limita 1.

Florian Dumitrel
1.57. Fie a > 0 §i (25),,>; definit prin

T =0, Tpy1 =a+ —.
Tn

Sa se demonstreze ci girul este convergent gi sd se calculeze limita sa.

52
1.58. Fie functia f : R} — R, f(z) = :C—H.gifn:fofo...of, n € N*.
T e

n ori
S& se calculeze lim f,(z), = > 0.
n—o0

1.59. Se considers sirul (), definit prin
asiz fhs
T = —
e
S4 se calculeze lim 2"x,.
n—00
Dorinel Anca
1.60. Fie sirul (:Jvn)n21 definit prin ; =1 §i p41 =1+ n/Ty, n > 1. S4 se
calculeze lim 25

n—oo ’n,2 : .
Marian Ursdrescu

1
1.61. Se considers sirul (ay),,~; definit prin a; =1 §i ap41 = > + /an. S& se
demonstreze ci sirul este convergent si si se determine limita sa.

1.62. Fiea € (0,1), (An),>p C [0,0a] si un sir (zn),,>( definit prin
20,21 €ER, Tpy1 =1 = Ap) Zn + AnZp-1, n > 1.

S& se arate cd girul (zn),,>, este convergent.
Ion Savu gi Tudor Spulber
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1.63. Fie (an),>; un sir convergent de numere reale, cu limita a € (—1,1).
Sa se demonstreze ci

lim ajas...a, = 0.
n—00

1.64. Fie (ay),~; un sir convergent de numere reale. S se calculeze
lim (an41 — a1) (@n+1 — a2) .. (Ant1 — ag) .
n—oo

Marin Tologi

1.65. Fie (z,),,~, un sir convergent de numere reale care are limita x si

1
= oy (ngg +Cle 4 O i) g 21k
S& se arate ci sirul (Z,),,»; este convergent si are limita, .
1.66. Fie (ay),;»; un gir convergent de numere reale. Si se demonstreze ci

lim 19n+1 = 01|+ [@n41 — ao] + .. + |ants — an

n—00 n

=0.

1.67. Fie (), un gir din (0,1) convergent la zero. S& se demonstreze c3

2 -1 2
nlgx;o (2 +2f 7 + ..+ 22 +za) =0.

1.68. Lema Stolz-Cesaro. Fie (zn),>; §i (Yn),>; doud siruri de numere
reale cu proprietatile:
1) (Yn)pn>y este strict crescdtor gi yn, — 4-00;

iy e Tl =
i) exidty lim =t Y% e R

&
Atunci girul (ﬂ are limitd si lim == = \.

Yn / n>1 N=00" Yn
1.69. S& se calculeze
a) lim — Z
n—oo N
1<'L<_7<n
MES e

)$m1+wﬂwf+ +n

1.70. S& se arate cd nu existd nici o functie rationals f : R — R astfel incat

b £l 1
P8 e R T
H) =Lk sh 3% it 3

b

pentru orice n € N*.
L. Viaicu gi M. Tuska
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1.71. Fie (an),>; si (bn),,>, doud siruri de numere reale convergente, cu

lim a, =a'si"lim b, = b. S4 se arate ci
n—00 n—oo

im a1bs(1) + a2by(2) + .. + Gnbon)

- 3
n— o0 n

unde o € S,,.

1.72. Daci (an),~, este o progresie aritmetics avand ratia r > 0 si ag > 0,
sd se calculeze

lim §/ag (C9)? + a1 (CL)? + ..+ ax (G2

1
1.73. Fieag = 0sia, = na,_1+n!, n > 1. Sise calculeze lim = p/1 + Z ag.

IR k=1
Florian Dumitrel

1.74. Fie (zn),~; un sir de numere reale pozitive, astfel incat

lime welngs — 2o )= 1.

n—oo

S4 se calculeze nh_)nolo TrEgl nh_)n;o BT

Viorel Lupsor

i

1.75. Fie sirul (an,),,~; definit prin a; > 0 §i apt1 = an + =5 Sl
5 n

a) S4 se arate ci lim an =00,
n—oo

b) S4 se calculeze Jim 7
1.76. Fie girul (an)n21 cua; =1s§iapnty1 =+var+az+ ... +a,, n>1. Si se

;. Qn,
calculeze lim —.
n—oo N

Ion Drobotad
1.77. Fie sirul (zy),,>, definit prin

n
L1 =0 > 1 SbZppiis me 1,
¥ foe m1+:1:2+...+a:n’

S4 se arate cd girul este convergent si si se determine limita sa.
Lucian Tutescu gi Toma Gheorghiev

Ink
1.78. S4 se arate c§ Vk > 1+ — pentru orice k,n € N* gi apoi si se
n
calculeze

. 1+ 324+ 334+ n—n
lim ;

n—o0 In n

17



1.79. Se considerd sirul (zy),,; definit prin

Tp

x1=1§ixn+1=xn+(\/§) g em 2> 1.

o : Ty
Sa se calculeze lim ==,
n—o0 N

1.80. Se considerd sirul (zn),,»; definit prin recurenta

Tn

Ty =2, Tny1 =Tp+4/1+—, n>1.
n

In

a) S& se arate ci girul (
n

) este convergent.
n>1

v . Ty
b) S4 se calculeze lim ==,
n—oo n

Gh. Marchitan

1.81. Sirul (an),>; are proprietitile:
i) lim n(apt1 —a,) =a €R,;
i tu +...+a
a
iy ———2 " _beR.
n—o00 n
Sa se arate ci (an)n21 este convergent.

1.82. Fie ap € (0, 7) si apy1 = sina,, n € N. Si se calculeze lirglo Vnay,.
. 0

J. Dieudonné

1.83. Fie p € N* fixat gi un sir (Zn)n>1 C R, astfel incat

lim (zp4p —2n) =X ER.

n—00

< : Tn
S4 se calculeze lim ==.
n—oo N

Cosmin Nitu

1.84. Fie (an),,>, un sir cu proprietatea ci sirul (a, 1 — nan),>, este mirginit.

S4 se calculeze
5 ai1+az+ ...+ ay,
lim .

n—00 n!

Marius Stdnean
1.85. Fie a; € (0,1) si apy1 = ai —an + 1 pentru n > 1. S4 se calculeze
lim a;09...a, i lim (a,)”.
n—00 n—o00
1.86. Se consider4 sirurile (@n)p>o st (bn)n>0, cu ag > 05si bg € (0,1), definite
prin
Gn41 = Gre” ™ si bpyy = by, cos \/by,.
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